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9 класс
Второй день

9.5. Олег нарисовал пустую таблицу 50×50 и написал сверху от каж-
дого столбца и слева от каждой строки по числу. Оказалось, что
все 100 написанных чисел различны, причём 50 из них рациональ-
ные, а остальные 50 — иррациональные. Затем в каждую клетку
таблицы он записал сумму чисел, написанных около её строки и
её столбца («таблица сложения»). Какое наибольшее количество
сумм в этой таблице могли оказаться рациональными числами?

9.6. В остроугольном треугольнике ABC проведены медиана AM

и высота BH. Перпендикуляр, восстановленный в точкеM к пря-
мой AM , пересекает луч HB в точке K. Докажите, что если
∠MAC = 30◦, то AK = BC.

9.7. Выпуклый многоугольник разрезан непересекающимися диаго-
налями на равнобедренные треугольники. Докажите, что в этом
многоугольнике найдутся две равные стороны.

9.8. Изначально на стол положили 100 карточек, на каждой из ко-
торых записано по натуральному числу; при этом было ровно
43 карточки с нечётными числами. Затем каждую минуту про-
водилась следующая процедура. Для каждых трёх карточек, ле-
жащих на столе, вычислялось произведение записанных на них
чисел, все эти произведения складывались, и полученное число
записывалось на новую карточку, которая добавлялась к лежа-
щим на столе. Через год после начала процесса выяснилось, что
на столе есть карточка с числом, делящимся на 210000. Докажи-
те, что число, делящееся на 210000, было на одной из карточек
уже через день после начала.
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10.5. Олег нарисовал пустую таблицу 50×50 и написал сверху от каж-
дого столбца и слева от каждой строки по ненулевому числу. Ока-
залось, что все 100 написанных чисел различны, причём 50 из них
рациональные, а остальные 50 — иррациональные. Затем в каж-
дую клетку таблицы он записал произведение чисел, написанных
около её строки и её столбца («таблица умножения»). Какое наи-
большее количество произведений в этой таблице могли оказать-
ся рациональными числами?

10.6. Изначально на доске записаны несколько (больше одного) нату-
ральных чисел. Затем каждую минуту на доску дописывается
число, равное сумме квадратов всех уже записанных на ней чи-
сел (так, если бы на доске изначально были записаны числа 1,
2, 2, то на первой минуте было бы дописано число 12 + 22 + 22).
Докажите, что сотое дописанное число имеет хотя бы 100 раз-
личных простых делителей.

10.7. Выпуклый многоугольник разрезан непересекающимися диаго-
налями на равнобедренные треугольники. Докажите, что в этом
многоугольнике найдутся две равные стороны.

10.8. Окружность ω описана около остроугольного треугольни-
ка ABC. На стороне AB выбрана точка D, а на стороне BC —
точка E так, что AC ‖ DE. Точки P и Q на меньшей дуге AC

окружности ω таковы, что DP ‖ EQ. Лучи QA и PC пересека-
ют прямую DE в точках X и Y соответственно. Докажите, что
∠XBY + ∠PBQ = 180◦.
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11.5. Олег нарисовал пустую таблицу 50×50 и написал сверху от каж-
дого столбца и слева от каждой строки по числу. Оказалось, что
все 100 написанных чисел различны, причём 50 из них рациональ-
ные, а остальные 50 — иррациональные. Затем в каждую клетку
таблицы он записал произведение чисел, написанных около её
строки и её столбца («таблица умножения»). Какое наибольшее
количество произведений в этой таблице могли оказаться рацио-
нальными числами?

11.6. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность Γ c центром в
точке O. Его диагонали AC и BD перпендикулярны и пересе-
каются в точке P , причём точка O лежит внутри треугольника
BPC. На отрезке BO выбрана точка H так, что ∠BHP = 90◦.
Окружность ω, описанная около треугольника PHD, вторично
пересекает отрезок PC в точке Q. Докажите, что AP = CQ.

11.7. На плоскости проведено несколько прямых, никакие две из кото-
рых не параллельны и никакие три не проходят через одну точ-
ку. Докажите, что в областях, на которые прямые поделили плос-
кость, можно расставить положительные числа так, чтобы сум-
мы чисел по обе стороны относительно любой из проведённых
прямых были равны.

11.8. Изначально на стол кладут 100 карточек, на каждой из которых
записано по натуральному числу; при этом среди них ровно 28
карточек с нечётными числами. Затем каждую минуту проводит-
ся следующая процедура. Для каждых 12 карточек, лежащих на
столе, вычисляется произведение записанных на них чисел, все
эти произведения складываются, и полученное число записыва-
ется на новую карточку, которая добавляется к лежащим на сто-
ле. Можно ли выбрать исходные 100 чисел так, что для любого
натурального d на столе рано или поздно появится карточка с
числом, делящимся на 2d?


